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Corrigé de l'épreuve de mathématiques II 
Filière MP 

Sur la non continuité de la diagonalisation 

Corrigé par M.TARQI 1 
l ere partie 

Résultats préliminaires 

1.1 Étude de l'ensemble ^2 

1.1.1 On sait que pour A € .j/^M^lr on a \a{X) = X 2 — Tr(A)X + det(.A). Donc xa admet deux racines réelles 
distinctes si, et seulement si, le discriminant (Tr A ) 2 — 4 det ^4 > 0. D'où ^2 = {A G .<#2(®0/(Tr,4) 2 — 
4det,4 > 0}. 

1.1.2 L'application A i-a Tr A étant linéaire et dim . -//AM) étant finie, donc l'application Tr est continue. 
D'autre part, pour tout A G M/ 2 ÇR), on note C\(A) et C' 2 ( A ) les deux colonnes de A, on a donc la 
décomposition : 


l b 

A | {C l {A),C 2 {A)) *»det ^(Cr (A), <72(21)) 


det — bol 

où SS désigne la base canonique de .# 2,1 (R). 

• l liéaire en dimension finie, donc elle est continue. 

• b bilinéaire en dimension finie, donc elle est continue. Donc det = bo l est continue. 

1.1.3 II est clair que ^ ^ ^ ^ G ^ 2 - De plus, d'après ce qui précède, l'application <p : A i-a (TrA) 2 — 4 det A 

est continue sur donc ^2 = <P _1 (]0, +oo[) est un ouvert de M/i (R), comme image réciproque 

d'un ouvert par une application continue. 

1.1.4 



(Tr A) 2 

Si A G ^ 2 / alors Tr(A) 2 — 4 det A > 0 ou encore - — — — > det A, donc l'ensemble {(Tr A, det A) / A G 
# 2 } est une partie de la partie hachurée. 
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1.1.5 Si M G "//>, alors \a est scindé à racines simples, donc M est diagonalisable dans .#2 

a b 


A 2 les deux valeurs propres d'une matrice M = 


. Notons Ai et 
G Le sous espace propre associé à A, ( 


i = 1, 2 ) est caractérisé par la droite vectorielle (A; — a)x — by = 0, dirigée par le vecteur ( 6 , A, — a) car 

b b 

Al — CL A2 — CL 


b ^ 0 et Ai 7 ^ A 2 . Posons donc f(M) = 

Y /\± Uj /\'2 u> 

de K 2 à la base de vecteurs propre de M). On a bien /(M) _ 1 M/(M) = 

1.2 Commutant d'une matrice 


( la matrice de passage de la base canonique 


Ai 

0 


0 

A2 


1.2.1 Soit M = (my)i<jj<„ G alors AM = MA ou encore Vi,j, aikbkj = m ikCLkj et comme A 

k = 1 k = 1 

est diagonale, alors = m,j a 7 - 7 - et donc (a* — cxj)rriij = 0 et comme a, ^ ctj (i ^ j ), alors = 0 

et donc M est diagonale. La réciproque est claire puisque toute matrice diagonale commute avec A. 

1.2.2 L'égalité U AU~ l = V AV~ X s'écrit encore V~ 1 UA = AV~ 1 U, donc V~ 1 U est diagonale d'après la 
question 1 . 2 . 1 . 


1.3 Une CNS de conjugaison à une matrice diagonale 

D'après le cours la condition est suffisante. D'autre part, si P -MP = D alors M et D ont même poly- 
nôme caractéristique et donc même valeurs propres, c'est-à-dire les coefficients diagonaux de D. Notons 
CC 2 , -, C n les colonnes de P et posons D = diagfdi , r/ 2 , .... d,,), alors la relation P -1 MP = D devient 
MCi = diCi, comme Ci est non nul, alors d, est une valeur propre de M et Ci est un vecteur propre associé. 


2 eme partie 

Quelques propriétés du groupe spécial orthogonal SO n (R) 


2.1 II est clair que /„ G ^ n (R) et que <? n (R) C GL„(R), en effet, si A G û n (R) alors A est inversible et Al 1 =* A. 
Si A, B G û n (R), alors t {A~ 1 B)A~ 1 B =* B t (A~ 1 )A~ 1 B =* B(A t A)~ 1 B = /„, donc A _1 B G Donc 

û n (M) est un sous-groupe de GL n (R). 

L'application (p : A t-A det A est un morphisme de groupe, donc 50„(R) = <p _ 1 ({l}) est un sous-groupe de 

^n(R). 


2.2 On sait qu'une matrice A 


a c 
b d 


G SO2O&) si, et seulement si, les équations suivantes sont vérifiées : 


a 2 + c 2 = b 2 + d? = 1 , 
ab + cd = 0 , 
ad — bc = 1 . 


CL C 

Supposons encore bd ^ 0; alors ab + cd = 0 s'écrit — = — - = a, soit a = ad et c = — ab. Les trois autres 

d b 

équations s'écrivent a 2 {d 2 + b 2 ) = 1, b 2 + d 2 = 1 et a(a 2 + b 2 ) = 1. Mais les deux premières impliquent 
a 2 = 1, ou a = ±1. La troisième imposent le signe + à a; et donc a = 1. Donc on obtient 


M = 


a 

b 


-b 

a 


avec a 2 + b 2 = 1. 

Si bd = 0 on obtient les matrices I 2 et — 12 . 

L'autre inclusion est évidente. 

2.3 Le groupe 5 O 2 W est connexe par arcs 

2.3.1 Les applications cos et sin sont continues sur R, donc l'application $ aussi est continue sur R. 

2.3.2 Soit A G SO 2 (R), donc A est de la forme ^ ^ ^ ^ avec a 2 + b 2 = 1. D'autre part, on sait qu'il existe 

d G R tel que a = cos 9 et b = sin# et donc A = $(0). Ceci montre que $(R) = £02 ( R). 

2.3.3 L'application $ étant continue et R étant connexe par arcs, donc £02 (R) est connexe par arcs comme 
image d'un connexe par arcs par une application continue. 
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2.4 Le groupe .S'O n (R) est connexe par arcs pour n > 3. 


2.4.1 On a det U = det I p det(— I q ) det J~[ 4>(0.j) = (— l) 9 , donc U G S'O n (IR) si, et seulement si, q est paire. 

i= î 

2.4.2 Soit U G SO n (R)\{I n }. 

(i) Dans ce cas q est paire (q = 2 q'). On pose alors ^ 

P -1 U P prendra la forme demandée avec s = q' + r. 

(ii) Il est clair que Vt G [0, 1], r(£) G S'O n (M). Par composition des applications on peut vérifier que 
l'application P est continue sur R. On a bien r(0) = I n et I ' (1) = U. 

2.4.3 Soient Ui et f /2 deux éléments de SO n (R), alors il existe deux applications continues l’i et P 2 défines 
sur [0, 1] à valeurs dans 50„(R) telles que ri(0) = P 2 ( 0 ) = ri(l) = U\ et T 2 (l) = t/ 2 . L'application 
7 définie sur [0, 1] à valeurs dans .S’O n (R), par 7 (t) = ri(l — t)T 2 (t), est continue sur [0, 1] et vérifie 
7 ( 0 ) = t/i et r 2 (l) = t/ 2 - Ceci montre que 50„(M) est connexe par arcs. 

2.5 Soit A G J% n { M) une matrice quelconque. 

2.5.1 L'application M 1 — A M étant linéaire en dimension finie, donc elle est continue. 

2.5.2 Pour tout U G SO n ( R), on a t / -1 = (det t /) -1 x 4 Com(t7) où Com (t/) désigne la comatrice de U. Cette 
expression, montre que les coefficients de t / -1 sont des fractions rationnelles en les coefficients de U, ce 
qui montre que l'application U >-»• t / -1 est continue sur ,SY/,,(R). 

2.5.3 Par composition l'application U i-> U AU -1 est continue sur Sü n (R), donc son image, c'est-à-dire 
{U AU~ l /U G S'0„(R)} est connexe par arcs de .-#„(R). 

3 eme partie 

Non continuité de la diagonalisation dans tout l'ouvert % 

3.1 


cos(7r) — sin(7r) 
sin(7r) cos(7r) 


, et donc 


3.1.1 D'après la question 3.1 C\{M) et (82 ( Al ) sont des vecteurs propres de M. Notons Ai et A 2 les deux 
valeurs propres de M telles que MCi(M) = X\C\(M) et MCï{M) = A 2 C 2 (M), on obtient donc 
t C\{M) t M = X\Ci(M) puis f Ci(M)MC 2 (M) = X\C\{M)C 2 {M) ( car M est symétrique ), d'où : 

(X 2 -X 1 ) t C 1 (M)C 2 (M) = 0 , 

et comme Ai ^ A 2 , alors 4 C'i(M)C , 2 (M) = 0. 

3.1.2 Les deux colonnes forment une base orthonormale , donc la matrice est orthogonale. 

3.1.3 Puisque la matrice précédente est orthogonale alors a{M ) 2 = 1. Les colonnes de 72 ( AI ) forment une 
base orthonormale , donc la matrice est orthogonale, donc 72 (M) est orthogonale, de plus det 72 {Al) = 

a(M) det ; \\C 2 (M)\\ ) = a (M ) 2 = 1/ où Sê désigne la base canonique de */# 2 ,i(R)- D'où 

72 (M) G SO n (R). 

3.1.4 La continuité de 72 résulte de celle de / et par composition des applications. Les colonnes de 72 (M) 
forment une base de vecteurs propres de M, donc g 2 (M )~ 1 M g 2 (M) est diagonale. 

3.2 


3.2.1 Vt7 G S'02(R), U BU 1 est semblable à /i, donc admet deux valeurs propres distinctes et donc U BU 1 G 
^ 2 / comme U G alors t/ -1 = 4 U et donc UBU -1 G ,5^2- D'où {UBU~ 1 /U G ftC^R)} C 

f 2 ny 2 (R). 


3.2.2 D'après ce qui précède /^(M) 1 Mh, 2 (M) est diagonale. Si M G S^b, alors M et B sont semblables, il 
est de même de h-AM ) _l A/ ) et B. Donc les seules valeurs propres possibles sont a et 8 . Donc les 


valeurs possibles de h .2 (AI) 1 M/i 2 (M) sont 


0 

P 


ou 


0 


3.2.3 


D'après l'étude précédente /12 (M) 1 M /i 2 {Al) prend deux valeurs possibles ^ ^ ^ 

Mais l'application M 1 — > h, 2 (Al)~ 1 Alfi 2 (Al) étant continue, donc est une constante. 


ou bien 


8 0 A 

0 a J ‘ 
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3.3 


3.2.4 Par la permutation des colonnes C\{M) et C 2 (M) de fa (M) on peut se ramener au cas 

VM G y B , h 2 (M)- 1 Mh 2 (M) = B. 


3.3.1 On a, pour tout U G S0 2 (W), h 2 (UBU 1 ) 1 UBU 1 h 2 (UBU 1 ) = B ou encore h 2 ( UB U 1 ) 1 UB = 
Bh 2 (U BU -1 ) -1 , donc h 2 (UBU~ 1 )~ 1 U est diagonale d'après la question 1.2. 

Posons alors h 2 (UBU~ 1 )~ 1 U = ^ q ^ Comme U G S0 2 (M) et h^UBU -1 ) G alors 

h 2 (UBU~ 1 )~ 1 U G S0 2 (W) donc x 2 = y 2 = 1 et xy = 1. D'où h 2 {U BU~ 1 )~ 1 U = ±I 2 - 

3.3.2 Pour M G et D = ±/ 2 , on a : 


<p 2 o ip 2 (M, D ) 


ip 2 (h 2 (M)D) 

{h 2 (M)DBD- 1 h 2 (M)- 1 ,h 2 {h 2 (M)DBD- 1 h 2 (M)- 1 )~ 1 h 2 (M)D) 

(h 2 (M)Bh 2 (M)~ 1 ,h 2 (M)h 2 (M)~ 1 D) 

(M,D) 


De même , pour tout U G Sü n (R), on a : 

îp 2 oip 2 (U) = 


MUBU-^h^UBU- 1 )-^) 

haiUBU-^hïiUBU- 1 )- 1 !/ 

U 


Donc p 2 et if> 2 sont des bijections réciproque l'une de l'autre. 

3.3.3 Par composition des applications, l'application U i-t Tï(h 2 {U BU- 1 )- 1 !!) est continue sur 6 , 0 2 (M) et 
comme h 2 (U BU~ 1 )~ 1 U = ±I 2 , alors cette application prend ses valeurs dans {—2, 2}. Mais d'après la 
question 3.3.2, il existe U\ et U 2 dans 502(11) tels que h 2 (UiBU^ 1 )~ 1 Ui = I 2 et h 2 {U 2 BU 2 1 )~ l U 2 = —I 2 
car Lp 2 est surjective. Donc l'application U i— t Tr(h 2 (UBU 1 ) _1 [7 a pour image {—2, 2}. 

3.3.4 L'application U i-t Tr(ù 2 (b r .Bt/ _1 ) _1 C) étant continue et étant connexe par arcs, donc son 

image doit être connexe par arcs ce qui est absurde d'après la question 3.3.3. 

4 eme partie 

Non continuité de la diagonalisation dans tout l'ouvert °2/ n pour n > 3 


4.1 


4.1.1 Comme dans le cas n = 2, les vecteurs Ci(M), C 2 {M), C n {M) sont des vecteurs propres de M. 
Notons Ai, A 2 , ..., A „ les différentes valeurs propres de M telles que MCi(M) = A iCi(M) ,i = 1, 2, ..., n. 
On obtient donc, pour tout couple (i,j) tel que i ^ j, t C i (M) i M = A \Ci(M) puis i C i (M)MCj(M) = 
A \Ci{M)Cj{M) ( car M est symétrique ), d'où : 


(Aj - A ifCi^C^M) = 0, 


et comme Aj ^ Xj, alors t Ci(M)Cj(M) = 0. Donc les vecteurs normés 
une base orthonormale . 


Ci(M) 


C n (M) 


||C 1 (M)|| 2 ’-’ \\C n (M)\\, 


forment 


4.1.2 Les colonnes de la matrice g n {M) forment une base orthonormale , donc c'est une matrice orthogo- 


nale. De plus det s „(M) = a(M) det p^gyjj^ 


Cx{M) 


Cn(M) 


= a(M) 2 = 1, où Së désigne la base 


canonique de D'où g n (M) G SO n 

4.1.3 La continuité de g n résulte de celle de f n et par composition des applications. Les colonnes de g n {M) 
forment une base de vecteurs propres de M, donc gn(M)- 1 M g n (M) est diagonale. 
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4.2 


4.2.1 MU G SO n (R), U AU 1 est semblable à A, donc admet deux valeurs propres distinctes et donc il AU 1 G 
ty/n, comme U G SO n (R) alors U -1 =* U et donc UAU~ X G D'où {?7A?7 _1 /17 G 50 n (K)} C 

tny„( K )' 

4.2.2 D'après ce qui précède h n (M)~ 1 Mh n (M) est diagonale. Si M G <5^, alors M et A sont semblables, il 
est de même de h n (M)~ 1 Mh n (M) et A. Donc il y a exactement n! possibilité h n (M)~ 1 Mh n (M). 

4.2.3 D'après l'étude précédente h n (M)~ 1 Mh n (M) prend un nombre fini de valeurs. Mais l'application M i-g 
fi 2 (M)- 1 Mti 2 (M) étant continue, donc elle est constante. 

4.2.4 Par la permutation des colonnes de la matrice f n {M), on peut se ramener au cas où 

h n {M)~ l Mh n {M) = A 


pour tout M G -9' a ■ 
4.3 


4.3.1 On a, pour tout U G SO n (R), h n (U AU~ 1 )~ 1 U AU~ 1 h n (U AU -1 ) = A ou encore h n (U AU~ 1 )~ 1 U A = 
Ah n (U AU~ l )~ l , donc h n (U AU~ 1 )~ 1 U est diagonale d'après la question 1.2 et dans SO n (R) ( li n à 
valeurs dans 50 ra (R). 

4.3.2 Une matrice diag(xi , X 2 , ..., x n ) G S'O n (R) si, et seulement si. Mi = 1, 2, ..., n, x'f = 1 et x\X 2 --x n = 1 > 0. 
Notons A p l'ensemble des matrices diagonales de .Æn(R) contenant exactement 2 p coefficients égales à 
— 1 et les autres égales à 1. 

q q q 2 

• Si n = 2 q, alors onaf„ = (J A p et donc card 9> n —Y^ card A p = “2 q- 

p — 0 p — 0 p—0 

Q q q n2 

• Si n = 2q + 1, alors onaf n = (J A p et donc card S) n = car( l A p = '-‘ 2 q+i- 

p—0 p—0 p—0 

4.3.3 Pour M G 59a et D =G S> n , on a : 


H>n O tp n (M,D) 


ip 2 n(h n (M)D) 

(. h n (M)DAD- 1 h n {M)-\h n (h n (M)DBD- 1 h n (M)- 1 y 1 hn{M)D ) 
(h n (M)Ah n (M)~ 1 , h n (M)h n (M)^ 1 D) 

(M,D) 


De même , pour tout U G 50„(R), on a : 

1pn ol Pn(U) = 


l/jniUAU-'^niUAU- 1 )-^) 

hniUAU-^hniUAU-^U 

U 


Donc (p n et ip n sont des bijections réciproque l'une de l'autre. 

4.3.4 Par composition des applications, l'application U M- Ti(h n (U AU~ 1 )~ 1 U est continue sur 50 2 (R) et 
comme h n (U AU~ 1 )~ 1 U G 9 n , alors cette application prend ses valeurs dans Tr(0 n ). Mais d'après la 
question 4.3.2, MD G 9 n , il existe U tel que h n (U AU~ 1 )~ 1 U = 1) car <p„ est surjective. Donc l'application 
U m- Ti(h n (U AU~ 1 )~ 1 U a pour image Tr(^„). 

4.3.5 Raisonnons par l'absurde. Supposons qu'une telle application /„ existe, donc l'étude faite dans cette 
partie, montre que l'image du connexe par arcs SO n (R) par l'application continue U H* Tr (h n (U AU~^ ) _1 U) 
n'est pas connexe par arcs puisque Tr(^ n ) est fini et de cardinal strictement supérieur à 1. 
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